
Mehrdim. Konvergenz und Stetigkeit
Theorem 1.1.2 @x,y,a,b,c P R

n:∥∥∥x` y
∥∥∥ ď ∥x∥`

∥∥∥y∥∥∥
| xx,yy | ď ∥x∥ ¨

∥∥∥y∥∥∥
dpa,cq ď dpa,bq ` dpb,cq
Gleichheit impliziert Gerade
Konvergenz, Cauchy, Beschränkt:
apnq : N Ñ R

n, a8 P R
n.

apnq ÝÝÑ
n8

a8 ô dpapnq, a8q ÝÝÑ
n8

0

a Cauchy ô @ε ą 0 : DN P N :
@m,p ě N : ∥apmq ´ appq∥ă ε

a beschränkt ô apNq beschränkt
A Ă R

n beschränkt ô Dp P R
n :

Dr ą 0 : A Ă Bpp,rq
Theorem 1.1.4
@x,y : N Ñ R

n, @a,b P R
n;λ,µ P R:

xpmq ÝÝÝÑ
m8

a ô xkpmq ÝÝÝÑ
m8

ak@k P

N
˚
n

xpmq ÝÝÝÑ
m8

a, ypmq ÝÝÝÑ
m8

b

ñ pλx`µyqpmq ÝÝÝÑ
m8

λa`µx

ñ xxpmq, ypmqy ÝÝÝÑ
m8

xa,by

Cauchyheit ist koordinatenweise,
R
n ist vollständig.

Jede beschränkte Folge in R
n hat

konv. Teilfolge.
Supremumsnorm:
∥x∥8 :“ suptxj |j P N

˚
nu

Äquivalenz: ∥x∥8 ď ∥x∥ď
?
n∥x∥8

Normierte Räume
Norm: Homogen, Definit, Dreiecks-
ungleichung. Vollständiger normier-
ter Raum heißt Banachraum.
p-Normen:
Sei K P tR,Cu, n P N̂, V :“ K

Nn .
Für alle p P r1,8q ist

∥¨∥p : v P V ÞÑ

¨

˝

ÿ

kPNn

|vk |p

˛

‚

1
p

eine Norm.
Abbildungen A zwischen metri-
schen Räumen pV ,N1q, pW,N2q hei-
ßen Isometrien, wenn N1 “ N2 ˝A.
Theorem 1.2.3 ∥¨∥p ist stetig und mo-
noton fallend in p. Geraden sind Kür-
zeste bezüglich ∥¨∥p. Für p P p1,8q

sind Kürzeste eindeutig bezüglich
der Endpunkte, ansonsten gibt es
unendlich viele. Es gibt keine Iso-
metrien für p ‰ q.
Starke Äquivalenz:
Seien N1,N2 : V Ñ R Normen. Sie
heißen stark äquivalent :ô Dc,C ą 0 :
cN2pvq ď N1pvq ď CN2pvq@v P V
Das ist eine ÄR. Alle Normen auf Rn

sind paarweise stark äquivalent (ge-
genteilig für n “ 8!). Konvergenz
und Cauchyheit sind unabh. vom
Repräsentanten einer ÄK.
Induktion durch Skalarprodukt:
Eine Norm wird durch ein SP indu-
ziert gdw @x,y P V :
∥x` y∥2 ` ∥x´ y∥2 “ 2p∥x∥2 ` ∥y∥2q

Polarisierung:
K “ R ñ xx,yy “ 1

4 p∥x ` y∥2 ´ ∥x ´

y∥2q

K “ C ñ xx,yy “ 1
4 p∥x ` y∥2 ´ ∥x ´

y∥2q

´ i
4 p∥x` iy∥2 ´ ∥x´ iy∥2q

Nur für p “ 2 wird ∥¨∥p durch SP in-
duziert.
Matrixnormen:
Seien A,B P K

nˆn.
xA,ByF :“ xA,ByHS :“ trpAT ¨Bq

∥A∥op “ supt∥Av∥ : ∥v∥ď 1u

Die beiden Normen sind submulti-
plikativ, d.h.: N pA¨Bq ď N pAq¨N pBq.
Der Grenzwert ist Multiplikations-
verträglich für submult. Normen.
Theorem 1.2.9 Sei A P K

nˆn mit

N pAq ă 1, N submult. Dann ist Fol-
gendes wohldefiniert und gilt:
ř8

j“1A
j “ pIn ´Aq´1

Theorem 1.2.10 Seien A,B P K
nˆn.

DexppAq :“
ř8

i“1
1
j!A

j

AB “ BA
ñ exppA`Bq “ exppAq ¨ exppBq

exppKnˆnq Ă Glpm,Kq,
pexppAqq´1 “ expp´Aq

exppBAB´1q “ BexppAqB´1

exppAq “ limnÑ8

´

Im ` 1
nA

¯n

pexppAqqT “ exppAT q

Metrische Räume
Metrik: Definit, Symmetrisch, Drei-
ecksungleichung. Jede Norm indu-
ziert eine Metrik. Falls pX,dq metr.
Raum, f : X Ñ Y injektiv, dann
ist pY ,d ˝ f q metr. Raum. So auch
pA Ă X,d|Aq.
Euklidische Produktmetrik: Seien
pXi ,diq n metr. Räume, dann ist

p
Śn

i“1Xi ,
b

řn
i“1 d

2
i q metr. Raum.

Bälle, Konvergenz, Cauchy:
Bpp,rq :“ tq P X|dpp,qq ă ru

apnq ÝÝÑ
n8

a8 ô @ε ą 0 : DN P N :

apNěN q Ă Bpa8, εq

Theorem 1.3.4 Alle Konvergen-
ten Folgen in X sind Cauchy. Alle
Cauchyfolgen sind beschränkt. Der
Limes einer konv. Folge ist eindeu-
tig. Jede Cauchyfolge, die eine gegen
b konv. TF besitzt, konvergiert selbst
gegen b. Der Grenzwert ist invariant
unter Umordnungen, dann TF.
Äquivalenz von Metriken wie bei
Normen.
Stetigkeit in metr. Räumen:
Seien X,Y metr. Räume, f : X Ñ Y ,
b P X. f heißt stetig an b
:ô @a : N Ñ X : apnq ÝÝÑ

n8

b

ñ pf ˝ aqpnq ÝÝÑ
n8

f pbq

Theorem 1.3.6 f : X Ñ Y stetig an
x P X bzgl. dX ,dY
:ô @ε ą 0 : Dδ ą 0 :

f pBpx,δqq Ă Bpf pxq, εq
Theorem 1.3.7 Konstante Abb., die
Identität, Einschränkungen stetiger
Fkt., Verknüpfungen stetiger Fkt.,
Summe, Produkt und Quotient ste-
tiger Fkt., Lineare Abb., Polynom-
und rationale Fkt. sind stetig.
Theorem 1.3.8 Lokalität von Stetig-
keit: f |Bpx,rq stetig, dann f stetig an
x.
Theorem 1.3.9 Sei a P pM Ă CqN.
Wenn jede TF von a eine TF besitzt,
die gegen x P X konvergiert, konver-
giert auch a gegen x.
Theorem 1.3.10 Die Metrik
d : M ˆM Ñ R ist stetig.
Theorem 1.3.11 ˝, det und exp sind
stetig auf Knˆn, p¨q´1 auf Glpn,Kq.
Theorem 1.3.12 Stetigkeit ist
koordinatenweise im Zielraum:
f : M Ñ R

n stetig
ô fj :“ prj ˝ f stetig @j P N

˚
n

Offen, Abgeschlossen:
A Ă X offen in X ô @p P A :

Dr ą 0 : BXpp,rq Ă A
A Ă X abgeschlossen in X

ô XzA offen
Offene Bälle (ď) sind offen, Bälle
mit ă sind abg. Endliche Teilmen-
gen sind abg. X und H sind offen
und abg.
Theorem 1.3.15 Endliche Schnitte
und bel. Vereinigungen offener Teil-
mengen sind offen.
Theorem 1.3.16 Seien X,Y me-
tr. Räume. f : X Ñ Y ist stetig
ô f ´1pUq offen (abg.) @U offen
(abg.).
Theorem 1.3.17 A Ă X und U Ă A.
U ist offen ô DV Ă X offen mit

U “ AXV
Theorem 1.3.18 A Ă X abg. ô @a P

AN : lim
nÑ8

apnq P X ñ lim
nÑ8

apnq P A

Abschluss:
A “ clpAq :“

!

lim
nÑ8

a|a P AN

)

Theorem 1.3.21 A ist die minimale
abg. Obermenge von A.
Kompakte und Zusammenhängende
metrische Räume
Folgenkompaktheit:
X folgenkpt ô @a P XN : D konv. TF
Theorem 1.4.2 Stetige Fkt. nehmen
auf folgenkpt. Räumen Minimum
und Maximum an.
Theorem 1.4.4 Sei P nichtkonst. Po-
lynom über C. Dann 0 P P pCq.
Theorem 1.4.5 P von Grad n ě 1.
P pzq “ anpz´ ξ1q ¨ ¨ ¨ pz´ ξnq

Überdeckungen und Kompaktheit:
tUi Ă X|i P Iu heißt (offene) Überde-
ckung (Ü) von X ô @x P X : Di P I :
x P Ui . Wenn J Ă I heißt tUj |j P Ju

ggf. Teilüberdeckung (TÜ).
X kpt ô Jede offene Ü hat endl. TÜ.
X totalbeschränkt ô @ε ą 0 : Dn P N :
Dp1, ...,pn P X :

Ťn
i“1Bppi , εq “ X

Theorem 1.4.7 @X metr. Räume
X kpt ô X folgenkpt ô X vollstän-
dig und totalbeschränkt
Theorem 1.4.8 A Ă X kpt ñ A abge-
schlossen und beschränkt
Theorem 1.4.9 B Ă X kpt ñ Alle ab-
geschlossenen A Ă B kpt
Theorem 1.4.10 Xi kpt, dann
Śn

i“1Xi kpt.
Theorem 1.4.12 X,Y metr. Räume,
f P C0pX,Y q. Dann f(X) kpt.
Theorem 1.4.13 X,Y mR, X kpt. f P

C0pX,Y q bij. Dann f ´1 P C0pX,Y q.
(f heißt dann Homöomorphismus)
Zusammenhängend:
X zsh. :ô EU,V Ă X : X “ U Y V
mit U,V offen, nichtleer, disjunkt.
Theorem 1.4.15 A Ă X zsh. wenn
EU,V Ă X mit A Ă U YV .
Theorem 1.4.16 A Ă R zsh. ô A Iv
Theorem 1.4.17 X,Y mR, f P

C0pX,Y q. X zsh. ñ f pXq zsh.
Wegzusammenhängend:
X wegzsh. ô @a,b P XDc : a ù b.
Theorem 1.4.19 U Ă X offen. U zsh.
ô U wegzsh., c sogar stückweise af-
fin wählbar.
Theorem 1.4.20 X,Y mR, f P

C0pX,Y q. X wegzsh. ñ f pXq wegz-
sh.
Theorem 1.4.21 K Ă R

n abg. und
konvex. PK : Rn Ñ K Lp mit LK 1.
Kontraktion:
f : X Ñ X kontrahierend ô f Lp mit
LK ă 1
Theorem 1.4.23 X vollst., f : X ö
kontr. Dann D! Fixpunkt xF von f .
a : n ÞÑ xn :“ f ˝npx0q, x0 P X bel.
Dann a ÝÝÑ

n8

xF .

Theorem 1.4.24 Sei A P Glpnq, r ą

0,n P N, a P R
n, f : Bpa, rq Ñ R

n,
sodass F : Bpa, rq Ñ R

n,Fpxq :“
x ´ A´1f pxq Lp mit LK 1 ist, und∥∥∥A´1f pxq

∥∥∥ ă r{2@x P Bpa, rq. Dann
hat f genau eine Nullstelle x0 und
F˝npxq ÝÝÑ

n8

x0@x P Bpa, rq.

Gleichmäßige Stetigkeit
f : X Ñ Y glm. stetig
ô @ε ą 0 : Dδ ą 0 : @x P X :
f pBpx,δqq Ă Bpf pxq, εq

f Lp mit LK L ô dpf pxq, f pyqq

ď L ¨ dpx,yq@x,y P X.
Theorem 1.5.3 f glm. stetig, dann
f ˝ a Cauchy @a P XN Cauchy.
Theorem 1.5.4 f P C0pX,Y q, X kpt.
Dann f glm. stetig.
Theorem 1.5.5 f : A Ă X Ñ Y glm.
stetig, Y vollst. Dann D stetige Erwei-

terung von f auf clpAq.
Dichtheit:
D Ă M dicht bei x P M ô x P D.
Theorem 1.5.7 Die stetige Erweite-
rung ist immer eindeutig.
Konvergenz von Funktionenfolgen
n ÞÑ fn : X Ñ Y konv. punktweise ge-
gen f8 ô fnpxq ÝÝÑ

n8

f8pxq@x P X.

Gleichgradige Konvergenz:
δsuppf ,gq :“ suptdpf pxq, gpxq|x P

Xu

dsuppf ,gq “
δsuppf ,gq

1`δsuppf ,gq

δsupÑ8
ÝÝÝÝÝÝÑ 1

fn ÝÝÑ
n8

f8 ô δsuppf ,f8q ÝÝÑ
n8

0

ô dsuppf , f8q ÝÝÑ
n8

0

ô @ε ą 0 : DN P N : @n ě N :
@x P X : dpf pxq, gpxqq ă ε

Theorem 1.6.4 Der Raum der steti-
gen Funktionen ist vollst. bzgl. dsup.
Konvergenz gleichgradig, dann
punktweise.
Theorem 1.6.6/7 Potenzreihen
konvergieren gleichgradig in
D Ă Bp0,KRq. Der Grenzwert ist
in Bp0,KRq stetig.
Theorem 1.6.10 a P R

`. Die Men-
ge der Polynomfunktionen auf
A :“ r´a,as liegt dicht in C0pA,Rq.
Mehrdim. Differentialrechnung
U Ă R

m offen. f : U Ñ R
n differen-

zierbar an a P U mit Differenzial L
:ô lim

hÑ0

f pa`hq´f paq´L¨h
∥h∥ “ 0

Theorem 2.1.2 L “ dpf eindeutig:

dpf phq “ lim
tÑ0

f pa`thq´f paq
t

dpf phq “ d
dt pf ˝cqp0q, cptq “ a`th

Theorem 2.1.3 ∥Lw∥ď ∥L∥ ¨ ∥w∥
Theorem 2.1.4 Konstante Abb.,
Lineare Abb., Restriktionen, Sum-
men, Produkte und Quotienten
diff’barer Fkt., Polynome sind
diff’bar. Diff’bar, dann stetig.
dapg ˝ f q “ df paqg ˝ daf

Falls f ´1 diff.: df paqf
´1 “ pdaf q´1

Theorem 2.1.5 @x P R:
arctan1pxq “ 1

1`x2

Theorem 2.1.6 @x P R:
exppxq “ limnÑ8

`

1 ` x
n

˘n

Theorem 2.1.7 M Ă R
m offen,

f : M Ñ R diff’bar an x0 P M. Wenn
x0 lokales Extremum, dann x0 kriti-
scher Punkt von f .
Das Differential ist koordinatenw.
im Zielraum (f diff. ñ fi diff.
@i P N

˚
n ) und falls es existiert,

koordinatenw. im Definitionsgebiet.
Partielle Ableitungen
Die i-te partielle Abl. an a ist

Bif :“ limtÑ0
f pa`teiq´f paq

t .
f P CnpU Ă R

n,Rmq :ô alle parti-
ellen Abl. vom Grad ď n existieren
und sind stetig.
Theorem 2.3.1 Falls f diff’bar an a
in alle ei und Bif stetig @i P N

˚
m,

dann f diff’bar an a mit
daf “ pB1f , ...,Bmf q (nˆm-Matrix).
Theorem 2.5.1 p P R

n, r ą 0.
fn : Bpp,rq Ñ R

n diff’bar @n P N.
1. Dx0 P Bpp,rq : n ÞÑ fnpx0q konv.

2. n ÞÑ f 1
n

dsup
ÝÝÝÑ
n8

g P AbbpBpp,rq,Rq.

Dann:

1. n ÞÑ fn
dsup

ÝÝÝÑ
n8

f8 P AbbpBpp,rq,Rq.

2. f8 diff’bar mit f 1
8 “ g

Theorem 2.5.2 Grenzwerte von Po-
tenzreihen sind im KR glatt. Es darf
unter dem Reihenzeichen differen-
ziert werden.
Konvexität
U Ă V (VR) konvex :ô @x,y P U :
@λ P r0,1s : λx` p1 ´λqy P U .



f : U Ñ R oberhalbkonvex (konvex)
:ô opf q :“ tpu,rq|u P U,r ě f puqu.
Analog unterhalbkonv. (konkav).
Theorem 2.6.3 λ P p0,8qn mit
řn

k“1λk “ 1. f : U Ñ R konvex.
u P Un. Dann:

f

˜

n
ř

k“1
λkuk

¸

“
n
ř

k“1
λkf pukq

Theorem 2.6.5 n P N
˚, p,q ą 1,

1
p ` 1

q “ 1. @x,y P K
n:

řn
k“1 |xkyk | ď ∥x∥p∥y∥q.

Differential, Gradient, Hesse-Matrix
f : U Ă R

n Ñ R
m in p P U parti-

ell diff’bar. Jacobi-Matrix von f in p:

Jpf :“
ˆ

Bfi
Bxj

˙

ij
“ dpf falls f diff.

(mˆn)-Matrix. Zeilenvektoren von
Jpf sind die Gradienten der fi . Falls
m “ 1, heißt Jpf Gradient ∇pf .
Theorem 2.7.3 ∇pf zeigt in Rich-
tung des stärksten Anstieges und
steht senkrecht auf Niveauflächen.
Theorem 2.7.5 f P CnpU,Rmq. Dann
partielle Abl. vom Grad ď n unabh.
der Reihenfolge. Z.B. B12f “ B21f .
Hesse-Matrix:
f P C2pU,Rq. Hesse-Matrix von f :

Hesspf “ D2
p pf q :“

ˆ

B2

BxiBxj
ppq

˙

ij
(nˆn-Matrix)
Taylorformel
Multiindex α P N

k . |α| :“ ∥α∥1.
α! :“ α1! ¨ ¨ ¨αk !. Für y P R

k :
yα :“ y

α1
1 ¨ ¨ ¨ y

αk
k .

Bα :“ B|α|

Bxα “ B|α|

pBx1qα1 ¨¨¨pBxkqαk
.

Taylorpolynom n-ter Ordnung:
U Ă R

n. f P CnpU,Rq. Taylorpoly-
nom n-ter Ordnung von f in p:
Tnpf ,pqpxq

:“
ř

|α|ďn

1
α!

B|α|f
Bxα ppqpx´ pqα

T1pf ,pqpxq “ f ppq `

A

∇pf ,x´ p
E

T2pf ,pqpxq “ f ppq `

A

∇pf ,x´ p
E

` 1
2 px´ pq ¨D2

p f ¨ px´ pqT

Theorem 2.8.3 f P Cn`1pU,Rq.
p,x P U mit px P U . Dann Dξ P px
mit p ‰ ξ ‰ x: f pxq “ Tnpf ,pqpxq

`
ř

|α|“n`1

1
α!

Bn`1f
Bxα pξq ¨ px´ pqα

Lokale Extrema reellwertiger Fkt.
U Ă R

n, f : U Ñ R. f hat lokales
Minimum in p :ô Dε ą 0 : @x P U :
x P BUε ñ f pxq ě f ppq. Analog strik-
tes Minimum und Maximum.
p kritischer Punkt :ô dpf “ 0.
Sonst regulärer Punkt. crit f :“ tx P

U |dxf “ 0u.
Theorem 2.9.4 f P C2pU,Rq. p P U
lok. Max. von f ñ p P crit f und
D2
p f ď 0.

p P crit f und D2
p f ă 0 ñ p striktes

lok. Max. von f . Analog Minima.
Positiv/negativ definit mit Vz. der
Eigenwerte oder det Hauptminor.
Satz des lokalen Diffeomorphismus
U,V Ă R

n. f : U Ñ V Diffeomor-
phismus :ô f C1, bij. und f ´1 C1.
Lokaler Diffeo: offene Umgeb. Ũ , Ṽ
um p P U,f ppq sd f : Ũ Ñ Ṽ Diffeo.
Theorem 2.10.2 U,V Ă R

n offen,
p P U . f : U Ñ V Diffeo. Dann
dpf : Rn Ñ R

n Isomorphismus mit:
pdpf q´1 “ df ppqf

´1.
Theorem 2.10.4 f : U Ñ R

n, p P

U , dpf : Rn Ñ R
n Isomorphismus.

Dann f lokaler Diffeo. um p.

Theorem 2.10.5 f P C1pU,Rnq. dpf
Isomorphismus @p P U . Dann V :“
f pUq Ă R

n offen. Ist f zusätzlich in-
jektiv, dann f : U Ñ V Diffeo.
Auflösen von Gl., Implizite Fkt.
Theorem 2.11.1 U Ă R

n ˆR
m offen,

f P C1pU,Rmq.
pa,bq “ px1, ...,xn, y1, ..., ymq P U .
Wenn:
1. f pa,bq “ 0 2. dpa,bqf |Rm inv., also

det
ˆ

Bfi
Byj

˙

ij
‰ 0, Dann:

DU0 Ă U,Apaq Ă R
n offene Umgeb.

von pa,bq und a, D!ϕ : Apaq Ñ R
m:

1. ϕpaq “ b
2. f px,ϕpxqq “ 0@x P Apaq

3. f ´1p0q XU0 “ tx,ϕpxq|x P Apaqu

4. ϕ P C1pApaq,Rmq, @x P Apaq:
´

Bϕl
Bxi

pxq

¯

“

´

´

Bfk
Byl

px,ϕpxqq

¯´1

k,l
¨

´

Bfk
Bxi

px,ϕpxqq

¯

Reg. Flächen und Tangentialbündel
f P C1pU Ă R

n,Rmq. Lösungsmenge
von f : f ´1pt0uq Ă R

n heißt reguläre
Fläche, falls dpf surjektiv @p P R

n.
Falls m “ 1, bedeutet das:
crit f X f ´1pt0uq “ H.
Tangentialraum an M :“ f ´1pt0uq:
TpM :“ tv P R

3|Dγ : p´ε,εq Ñ

M diff. mit γp0q “ p^γ 1p0q “ vu

Theorem 2.12.2 f P C1pV Ă R
3,Rq,

M :“ f ´1p0q regulär, p P M. Dann:
TpM ist 2-dim. UVR von R

3 und

TpM “ p∇pf qK.
Tangentialebene TanpM :“ p` TpM
Normale NorpM :“ p` x∇pf y

Extrema unter Nebenbedingungen
p P M lokales Minimum von g :
U Ñ R unter NB f “ 0 :ô Dε ą 0 :
@x P M XBpp,εq : gppq ď gpxq.
Theorem 2.13.3 p lok. Ex. von g auf
M, dann: Dλ P R

m : ∇pg “ ∇pxλ,f y.
Theorem 2.13.4 f ,g C2. Falls Dλ P

R
m, sodass für G : U Ñ R,

z ÞÑ gpzq ´ xλ,f y gilt: ∇pG “ 0 und

@v P px∇pf1, ...,∇pfmyqK mit v ‰ 0
gilt v ¨ HesspG ¨ vT ą 0. Dann p lok.
Min. von g unter NB f “ 0.
Mehrdim. Integralrechnung
R Ă P pXq ist Inhaltsmengenring ô

@A,B P R : AYB P R,AzB P R
Inhaltsmengenring ist σ -Algebra ô

@a : N Ñ R :
Ť8

k“0 apkq P R
f : R Ñ r0,8s additiv/Inhalt ô

f pAYBq “ f pAq ` f pBq, AXB “ H

f : R Ñ r0,8s σ -additiv ô

f p
Ť8

k“0 apkqq “
ř8

k“0 f papkqq

Wenn apiq X apjq “ H@i ‰ j.
σ -add. f auf σ -Alg. R heißen Maße.
A Ă B ñ µpAq ď µpBq (Monotonie)
Theorem 3.1.3 Eµ : P pRnq Ñ r0,8s :
DU P pP pRnqzHq offen, µpUq ă 8

und @V P P pRnq : @v P R
n :

µpV ` vq “ µpV q

und µpP pRnq ‰ t0u

Das Jordan-Volumen
Intervalle auf Rn:
a,b P R

n. a ď b :ô ai ď bi@i P N
˚
n

ra,bs “ tx P R
n|a ď x ď bu

“
Śn

i“1rai ,bi s
Quader QpRnq :“ tra,bs|a,b P R

nu

µnpra,bsq :“
śn

i“1pbi ´ aiq
Dk P N

˚
n : ak “ bk ñ µnpra,bsq “ 0.

Partitionen:
Q P QpRnq, A Ă Q.
PartpQq :“ tP “ pP1, ..., PnqT ,

Pi “ pai ,x
1
i , ...,x

li
i ,biq|

li P N, ai ď x1
i ď ... ď x

li
i ď biu

RpP q “ tpj1, ..., jnq|ji P N
˚
li`1u

Qj :“
Śn

i“1rx
ji´1
i ,x

ji
i s

R´pP ,Aq :“ tj P RpP q|Qj Ă int Au

R`pP ,Aq :“ tj P RpP q|Qj XA ‰ Hu

µ´
n pA,Q,P q “

ř

jPR´pP ,AqµnpQjq

µ`
n pA,Q,P q “

ř

jPR`pP ,AqµnpQjq

µ´
n pAq :“ suptµ´

n pA,Q,P q|A Ă Qu

µ`
n pAq :“ inftµ`

n pA,Q,P q|A Ă Qu

@A P DpRnq : µ´
n pAq ď µ`

n pAq.
Jordan-Messbarkeit:
A P DpRnq Jordan-messbar
:ô µ´

n pAq “ µ`
n pAq “: µnpAq

JpRnq :“ tA P DpRnq|A Jordan-m.u
Theorem 3.2.1 @A P DpRnq :
A Jordan-messbar ô µ`

n pBAq “ 0.
JpRnq Inhaltsmengenring, µn Inhalt
Beispiele:
ϕ : K Ă R

n´1 Ñ R stetig, K kpt.
µnptpx,ϕpxqq|x P Kuq “ 0.
Durch einfache, stückw. C1-Kurven
beschr. Gebiete sind Jordan-m.
Durch Riemann-integ. Fkt. einge-
schränkte Flächen sind Jordan-m.
Flächeninhalt ebener Gebiete
γ : ra,bs Ñ R

2 (umschließt Ω Ă R
2)

einfach :ô γ|pa,bq injektiv
geschlossen :ô γpaq “ γpbq

pos. or. :ô iγ 1 zeigt nach int Ω
Theorem 3.2.4 γptq “ pxptq, yptqq.
µ2pΩq “ ´

şb
a yptqx1ptqdt

“
şb
a y

1ptqxptqdt

Theorem 3.2.5 γptq “ rptqeiϕptq.
µ2pΩq “ 1

2
şb
a r

2ptqϕ1ptqdt
Theorem 3.2.6 Ω begrenzt durch
Strahlen Lα ,Lβ . r “ rpϕq, ϕptq sms.

µ2pΩq “ 1
2

şβ
α r2pϕqdϕ.

Mehrdim. Riemann-Integral
Q P QpRnq. f : Q Ñ R beschränkt.
Spf ,P q “

ř

jPRpP q suppf |Qj
qµnpQjq

Spf ,P q “
ř

jPRpP q infpf |Qj
qµnpQjq

f Riemann-int’bar ô f P RpQq

:ô supP Spf ,P q “ infP Spf ,P q

“:
ş

Q f pxqdx
Theorem 3.3.3 Integral linear,
monoton; Betrag, Produkt und
max/min int’barer Fkt. int’bar.
Theorem 3.3.4 Bis auf Nullmengen
stetige Fkt. int’bar, A P JpRnq ñ

χA P RpQq : µnpAq “
ş

QχApxqdx.
Theorem 3.3.6 A Ă Q.
ş

A f pxqdx :“
ş

QχApxqf pxqdx.

3.3.3 gilt weiterhin. f `, f ´ int’bar.
ş

BYC
df “

ş

B
df `

ş

C
df ´

ş

BXC
df .

Theorem 3.3.7 Standardabsch.:
inf
xPA

f pxq ¨µnpAq ď
ş

A f pxqdx

ď sup
xPA

f pxq ¨µnpAq

Theorem 3.3.8 f P C0pQ,Rq,
g P RpQq. 0 R gpQq. Dann Dξ P Q :
ş

Q f pxqgpxqdx “ f pξq ¨
ş

Q gpxqdx.
ş

Q f pxqdx “ f pξq ¨µnpQq.
Fubini und Cavalieri
Theorem 3.4.1 Q1 P QpRnq,
Q2 P pRmq, Q “ Q1 ˆQ2. f P RpQq.
Ist gx : Q2 Ñ R, y ÞÑ f px,yq

int’bar @x P Q1, dann G : Q1 Ñ

R,x ÞÑ
ş

Q2
gxpyqdy int’bar und

ş

Q f px,yqdpx,yq

“
ş

Q1

´

ş

Q2
f px,yqdy

¯

dx.
Analog andersherum.
Theorem 3.4.2 f P C0pra,bs,Rq.

ş

Q
f pxqdx “

b1
ş

a1

...

˜

bn
ş

an
f pxqdxn

¸

...dx1

Gilt auch @σ P Sn (Permut.) von N
˚
n .

c-Schnitte:
A Ă R

n, c P R.
An
c “ tx P R

n´1|px,cq P Au

Theorme 3.4.4 A P JpRnq mit
An
c P JpRn´1q@c P R, f P C0pA,Rq.

rc1, c2s Ă R : An
c “ H@c R rc1, c2s.

ş

A f pyqdy “
şc2
c1

´

ş

An
c
f px,cqdx

¯

dc.

Theorem 3.4.5 f “ 1, i P N
˚
n :

µnpAq “
şc2
c1
µn´1pAi

cqdc.
Transformationsformel
Theorem 3.5.1 φ : U Ă R

n Ñ V Ă

R
n Diffeo., U,V offen. f P C0pV ,Rq,

A Ă U P JpRnq. Dann φpAq P JpRnq

und
ş

φpAq f pyqdy “
ş

A f pφpxqq ¨ |det Jxφ|dx.
Vektoranalysis
Kurvenintegrale
C Ă R

n Ck-Kurvenstück
:ô C “ αpra,bsq, α einfach, regulär.
α heißt Parametrisierung von C. Zu
zwei Param. D Diffeo ϕ: α “ β ˝ϕ.
Theorem 4.5 α C1-Param. von C.
LpCq :“ Lpαq :“

şb
a∥ 9αptq∥dt.

Skalare Kurvenintegrale:
f : C Ñ R, Dα : f ˝α stetig.
ş

C f ds :“
şb
a f pαptqq ¨ ∥ 9αptq∥dt

Vektorielle Kurvenintegrale:
α P C1pra,bs,Rnq regulär mit Bild in
Ω, v : Ω Ñ R

n.
ş

α vds :“
şb
a xvpαptqq, 9αptqy dt

v konvervativ :ô
ş

γ vds unabh. von

γ (γ stückw. C8)ô
ş

γ vds “ 0 für γ
geschl. ô Du P C1pΩ,Rq : v “ ∇u
Theorem 4.15 v “ ∇u P C1pΩ,Rnq.
@i ‰ k P N

˚
n : Bkvi “ Bivk

Flächenintegrale
U Ă R

2 offen, ϕ : U Ñ R
3 Ck-

Flächenparam. :ô Bu1ϕ, Bu2ϕ l.un.
@u P U . (Tangentenvektoren von ϕ)
M Ă R

3 Ck-Flächenstück :ô
M “ ϕpUq, ϕ homöo. Zu zwei
Param. D Diffeo.
Gϕpuq :“
ˆ

xBu1ϕ,Bu1ϕy xBu1ϕ,Bu2ϕy

xBu2ϕ,Bu1ϕy xBu2ϕ,Bu2ϕy

˙

b

detGϕpuq “ ∥Bu1ϕpuqˆBu2ϕpuq∥

µ2pMq “
ş

U

b

detGϕpuqdu

Unabhängig der Parametrisierung.
Skalare Oberflächenintegrale:
f P C0pM,Rq.
ş

M f dA “
ş

U f pϕpuqq

b

detGϕpuqdu

Vektorielle Oberflächenintegrale:
ş

M v ¨ do :“
ş

U xvpϕpuqq,Bu1ϕpuq ˆ Bu2ϕpuqydu
Mit Einheitsnormalenfeld in Skala-

rintegral: n̂ “
Bu1ϕpuqˆBu2ϕpuq

∥Bu1ϕpuqˆBu2ϕpuq∥
xa,bˆ cy “ detpa,b,cq
Integralsätze
Theorem 4.42 Stokes: v P C1pΩ,R3q,
M Pflaster(-kette) mit Rand BM.
Dann

ş

M rot vdo “
ş

BM v ¨ dA
Theorem 4.46 Green: v P C1pΩ,R2q,
M ebene Pflaster(-kette) mit Rand
BM. Dann

ş

MpBxv2 ´ Byv1qdpx,yq

“
ş

BM v1 dx` v2 dy
Theorem 4.54 Gauß: Ω Ă R

3 Gauß-
sches Gebiet, v : Ω Ñ R

3 C1 in Um-
gebung von Ω. Dann:
ş

Ωdiv vdx “
ş

BΩ v ¨ do.


