Mehrdim. Konvergenz und Stetigkeit
Theorem 1.1.2 Vx,y,a,b,c € R™:

e+ vl < e+ 1]

[Gopyl < Il [

d(a,c) <d(ab)+d(b,c)
Gleichheit impliziert Gerade
Konvergenz, Cauchy, Beschrankt:

a(n):IN - R", a5, € R".
a(n) — agy < d(a(n),a) — 0
e o

a Cauchy < Ve >0:3INe€IN:
Vm,p > N :|la(m) —a(p)l| < e
a beschriankt < a(IN) beschrankt
A < R” beschrankt < 3p e R":
Ir>0:AcB(p,r)
Theorem 1.1.4
Vx,yp:IN > R", Va,be R\, peR:
x(m) T a < x(m) T apVk €
*
n
X(Wl) ;;’ a, y(m) ;: b
= (Ax + py)(m) ——> Aa+px
0

= Gx(m),y(m)) —— (a,b)

Cauchyheit ist koordinatenweise,
R" ist vollstandig.

Jede beschriankte Folge in R" hat
konv. Teilfolge.
Supremumsnorm:

Ixllog := sup{x;j|j € Nji}
Aquivalenz: ||xl|o < ¥l < v/ xlloo
Normierte Riume

Norm: Homogen, Definit, Dreiecks-
ungleichung. Vollstandiger normier-
ter Raum heifit Banachraum.
p-Normen:

Sei Ke {R,C}, neN, V:= KNn,
Fiir alle p € [1,00) ist

Iy :veV—

D7 lwklP

keN,

eine Norm.

Abbildungen A zwischen metri-
schen Rdumen (V,Ny), (W, N;) hei-
Ben Isometrien, wenn N1 = N, o A.
Theorem 1.2.3 ||-[|, ist stetig und mo-
noton fallend in p. Geraden sind Kiir-
zeste beziiglich |||,. Fir p € (1,00)
sind Kiirzeste eindeutig beziiglich
der Endpunkte, ansonsten gibt es
unendlich viele. Es gibt keine Iso-
metrien fiir p # q.

Starke Aquivalenz:

Seien Ni,N; : V. — R Normen. Sie
heiflen stark dquivalent :< 3c,C > 0:
cNy (v )<N1( )< CNy(v)VveV
Das ist eine AR. Alle Normen auf R
sind paarweise stark dquivalent (ge-
genteilig fiir n = oo!). Konvergenz
und Cauchyheit sind unabh. vom
Reprasentanten einer AK.
Induktion durch Skalarprodukt:
Eine Norm wird durch ein SP indu-
ziert gdw Vx,ye V:

llx + 11> + llx = 911> = 2(lIxlI> + Iy l1%)
Polarisierung:
K=R=(x,y)=z(x+yl* —lx—
yl?)

K=C=(xy)=5(lx+yl>—lx—
vlI?)

— 2l + iyl — lIx — iyl?)
Nur fiir p = 2 wird |||, durch SP in-
duziert.
Matrixnormen:
Seien A, B e IK"*",
(A,Byp i= (A, By := tr(AT - B)
|Allop = sup{llAv]|: ||v|| <1}
Die beiden Normen sind submulti-
plikativ, d.h.: N(A-B) < NgA) -N(B).
Der Grenzwert ist Multiplikations-
vertraglich fiir submult. Normen.
Theorem 1.2.9 Sei A € K"*" mi

N(A) <1, N submult. Dann ist Fol-
gendes wohldefiniert und gilt:

ZOC Al = (1, - A)~!

Theorem 1.2.10 Seien A, B € K" X",
Jexp(A) := ?S] ]1, Al

AB = BA

= exp(A + B) = exp(A) -exp(B)
exp(K"*") < Gl(m,K),

(exp(A)) ™! = exp(—A)
exp(BAB™!) = Bexp(A)B~!

. 1 n
exp(A) = lim; (Im + EA>

(exp(A))T = exp(AT)

Metrische Raume

Metrik: Definit, Symmetrisch, Drei-
ecksungleichung. Jede Norm indu-
ziert eine Metrik. Falls (X,d) metr.
Raum, f : X — Y injektiv, dann
ist (Y,d o f) metr. Raum. So auch
(Ac X, d|p).

Euklidische Produktmetrik: Seien
(Xj,d;) n metr. Raume, dann ist

(X7 Xin/ 2 dlz) metr. Raum.

Bille, Konvergenz, Cauchy:

B(p,r):={q€X[d(p,q) <1}
a(n)”—>aoc©Vs>O:3NeIN:
o}

a(N>N) < B(ag, €)
Theorem 1.3.4 Alle Konvergen-
ten Folgen in X sind Cauchy. Alle
Cauchytolgen sind beschrinkt. Der
Limes einer konv. Folge ist eindeu-
tig. Jede Cauchyfolge, die eine gegen
b konv. TF besitzt, konvergiert selbst
gegen b. Der Grenzwert ist invariant
unter Umordnungen, dann TF.
Aquivalenz von Metriken wie bei
Normen.
Stetigkeit in metr. Riumen:
Seien X, Y metr. Rdume, f : X - Y,
be X. f heifst stetigan b
= Va:IN— X :a(n) ”—>b

0

= (foa)(n) —— f(b)

Theorem 1.3.6
xe X bzgl. dx,dy
=Ve>0:30>0:
£(B(x,5)) < B(f(x),¢) ,
Theorem 1.3.7 Konstante Abb., die
Identitdt, Einschrankungen stetiger
Fkt., Verkniipfungen stetiger Fkt
Summe, Produkt und Quotient ste-
tiger Fkt., Lineare Abb., Polynom-
und rationale Fkt. sind stetig.
Theorem 1.3.8 Lokalitdt von Stetig-
keit: f|p(, ) stetig, dann f stetig an
X

: X — Y stetig an

Theorem 1.3.9 Sei a € (M — C)N,
Wenn jede TF von a eine TF besitzt,
die gegen x € X konvergiert, konver-
giert auch a gegen x.
Theorem 1.3.10 Die
d: M x M — Rist stetig.
Theorem 1.3.11 o, det und exp sind
stetig auf IK"*", (.\)~1 auf Gl(n, KK).
Theorem 1.3.12 Stetigkeit ist
koordinatenweise im Zielraum:
f: M — R" stetig

< fji=prjof stetig Vj e NG
Offen, Abgeschlossen:
AcXoffenin X < VpeA:

Ir>0:BX(p,r)c A
A c X abgeschlossen in X

< X\A offen
Offene Bille (<) sind offen, Balle
mit < sind abg. Endliche Teilmen-
gen sind abg. X und ¢ sind offen
und abg.
Theorem 1.3.15 Endliche Schnitte
und bel. Vereinigungen offener Teil-
mengen sind offen.
Theorem 1.3.16 Seien X,Y me-
tr. Rdume. f : X — Y ist stetig
< f~H(U) offen (abg.) YU offen
(abg.).
Theorem 1.3.17 Ac X und U c A.
U ist offen & 3V < X offen mit

Metrik

U=AnV
Theorem 1.3.18 A c X abg. < Vace

AN lim an)eX = nlimma(n) €A
Abschluss
—cl(4) -

Theorem 1.3.21 A ist die minimale
abg. Obermenge von A.

Kompakte und Zusammenhéangende
metrische Rdume
Folgenkompaktheit:

X folgenkpt < Vae XN : 3 konv. TF
Theorem 1.4.2 Stetige Fkt. nehmen
auf folgenkpt. Riumen Minimum
und Maximum an.

Theorem 1.4.4 Sei P nichtkonst. Po-
lynom tiber C. Dann 0 € P(C).
Theorem 1.4.5 P von Grad n > 1
P(z)=ay(z—&1) (2= &)
Uberdeckungen und Kompaktheit:
{U; = X|i € I} heiflt (offene) Uberde-
ckung (U)von X & Vxe X:3Jiel:
x € Uj. Wenn ] < I heilt {Uj|j € ]}

ggf. Teiliiberdeckung (TU).
X kpt < Jede offene U hat endl. TU.
X totalbeschrankt < Ve > 0:3neIN:
Ipt,mpn€ X Ui B(pie) = X
Theorem 1.4.7 VX metr. Rdume

X kpt < X folgenkpt < X vollstin-
dig und totalbeschrankt

Theorem 1.4.8 A — X kpt = A abge-
schlossen und beschrankt

Theorem 1.4.9 B c X kpt = Alle ab-
geschlossenen A B kpt
Theorem 1.4.10 X; kpt,

X X kpt.
Theorem 1.4.12 X, Y metr. Rdume,
feC%X,Y). Dann f(X) kpt.
Theorem 1.4.13 X, Y mR, X kpt. f €
C%(X,Y) bij. Dann f~! e CO(X,Y).
(f heiflit dann Homoomorphismus)
Zusammenhingend:
Xazsh. U VcX: X=UuV
mit U, V offen, nichtleer, disjunkt.
Theorem 1.4.15 A — X zsh. wenn
U, VcXmitAcUUV.
Theorem 1.4.16 Ac Rzsh. < Alv
Theorem 1.4.17 X,Y mR, f €
CO%(X,Y). X zsh. = f(X) zsh.
Wegzusammenhingend:
X wegzsh. & Va,be Xdc:a v b.
Theorem 1.4.19 U < X offen. U zsh.
< U wegzsh., ¢ sogar stiickweise af-
fin wéihl%
Theorem 1.4.20 X,Y mR, f €
CO(X,Y). X wegzsh. = f(X) wegz-
h

{ lim a|aeA]N}

dann

sh.

Theorem 1.4.21 K < R" abg. und
konvex. Pg : R” — K Lp mit LK 1.
Kontraktion:

f : X — X kontrahierend < f Lp mit
LK <1

Theorem 1.4.23 X vollst., f : X O
kontr. Dann 3! Fixpunkt xf von f.

a:n— x,:= f°"(xq), xo € X bel.
Dann a — xr.
Moo

Theorem 1.4.24 Sei A € Gl(n),r >
0,n € Njae R",f : B(a,r) - R",
sodass F : B(a,r) - R"F(x) :=

~!f(x) Lp mit LK 1 ist, und
||A 1f || < r/2Vx € B(a,r). Dann
hat f genau eine Nullstelle xo und
Fo"(x) — xoVx € B(a,r).

o0

GleichmaBige Stetigkeit

f: X =Y glm. stetig

<Ve>0:30>0:VxeX:
f(B(x,0)) = B(f (x), )

fLlpmit LK L < d(f(x), f(v))
<L-d(x,p)¥x,yeX.

Theorem 1.5.3 f glm. stetig, dann

f oa Cauchy Ya e XN Cauchy.

Theorem 1.5.4 f € cO(X,Y), X kpt.

Dann f glm. stetig.

Theorem 1.5.5 f: A = X — Y glm.

stetig, Y vollst. Dann J stetige Erwei-

terung von f auf cl(
Dich %wlt / (4). o

D c M dicht bei xe M < xeD.
Theorem 1.5.7 Die stetige Erweite-
rung ist immer eindeutig.
Konvergenz von Funktionenfolgen
n— f,: X — Y konv. punktweise ge-

gen foo < fu(x) 7 fo(x)Vx e X.
Gleichgradige Konvergenz:

Osup(f,8) = sup{d(f(x) g(x)[x €

X}
dsup (f:8)
sup(f g) 1+Opup(fg)

fu = foo = Osup(f f0) 5 0
< dsup(f'foo) o 0
[ee]
<Ve>0:INelN:Vn>N:
VxeX:d(f(x),g(x)) <e
Theorem 1.6.4 Der Raum der steti-
gen Funktionen ist vollst. bzgl. dgyp.
Konvergenz gleichgradig, dann
punktweise.
Theorem 1.6.6/7 Potenzreihen
konvergieren  gleichgradig  in
D < B(0,KR). Der Grenzwert ist
in B(0,KR) stetig.
Theorem 1.6.10 a € R". Die Men-
ge der Polynomfunktionen auf
A :=[—a,a] liegt dicht in CO(A, R).
Mehrdim. Differentialrechnung
U c R"™ offen. f : U — R" differen-
zierbar an a € U mit Differenzial L
o lim Leth)_fl@-Lh _
h—0 [IAll
Theorem 2.1.2 L = d, f eindeutig:

dpf(h) _ tlg% f(/l"‘tht)_f(“)

dpf(h) = 4(foc)(0), c(t)=a+th
Theorem 2.1.3 ||Lw|| < ||L|| - [|w]|
Theorem 2.1.4 Konstante Abb.,
Lineare Abb., Restriktionen, Sum-
men, Produkte und Quotienten
diff’barer Fkt., Polynome sind
diff’'bar. Diff’bar, dann stetig.
do(gof) =dsygodaf
Falls f 1 diff.: dp(,)f
Theorem 2.1.5 Vx eR:
arctan’(x) = ; +X2
Theorem 2.1.6 Vxe R:
exp(x) =lim, 0 (1 + %)
Theorem 2.1.7 M < R™ offen,
f M — R diff’bar an xp € M. Wenn
xo lokales Extremum, dann x( kriti-
scher Punkt von f.
Das Differential ist koordinatenw.
im Zielraum (f diff. = f; diff.
Vi € IN¥) und falls es existiert,
koordinatenw. im Definitionsgebiet.
Partielle Ableitungen
Die i-te partielle Abl. an a ist
O f 1= limy_o Llatte) =/ (a)
f eC"(U < R",R") :< alle parti-
ellen Abl. vom Grad < n existieren
und sind stetig.
Theorem 2.3.1 Falls f diff’bar an a
in alle ¢; und 0;f stetig Vi € N},
dann f diff’bar an a mit
daof =(01f,.., Omf) (n x m-Matrix).
Theorem 2.5.1 pe R", r > 0.
f,, : B(p,r) — R" diff’bar Vn e IN.
1.3xp € B(p, ) :n— fu(x0) konv.

Osup —>00 ]

I= (daf)i

2.n an geAbb( (p,7),R).
Dann:
Ln ’_’fn fOC € Abb(B(p,7),R).

2. foo diff’ bar mit £, =

Theorem 2.5.2 Grenzwerte von Po-
tenzreihen sind im KR glatt. Es darf
unter dem Reihenzeichen differen-
ziert werden.

Konvexitat

U c V (VR) konvex := Vx,y e U :
VAe[0,1]: Ax+ (1 —-A)yeU.



f : U — R oberhalbkonvex (konvex)
< o(f):={(ur)uelU,r=f(u)}
Analog unterhalbkonv. (konkav).
Theorem 2.6.3 A € (0,00)" mit
i 1Ak = 1. f: U — R konvex.
ue U" Dann:

f<i /\kuk> = i Ak f (ug)
k=1 k=1

Theorem 2.6.5 n € IN*, p,g > 1,
I+4=1.VxpeK"

D=1 ekl < Ilxllplyllg-

Differential, Gradient, Hesse-Matrix

f:UcR"—- R"in p e U parti-

ell diff’bar. Jacobi-Matrix von f in p:
o .

Jof i= (—f)“:dpffallsfdnﬂf.

]

(m x n)-Matrix. Zeilenvektoren von

Jpf sind die Gradienten der f;. Falls

m =1, heifit J, f Gradient V, f.

Theorem 2.7.3 V,f zeigt in Rich-

tung des starksten Anstieges und
steht senkrecht auf Niveautldchen.
Theorem 2.7.5 f € C"(U,R™). Dann
partielle Abl. vom Grad < 1 unabh.
der Reihenfolge. Z.B. 012f = 0> f.
Hesse-Matrix:

f € C?(U,R). Hesse-Matrix von f:

tessyf = D) i= (05 (9))
ij

(n x n-Matrix)

Taylorformel
Multiindex a € INK. la| = |l
al:=ai!---agl. Fir y € RK:
a a,
p* =yt eyt
P _plal olal
@ Ox® T (0xp )1 (Oxy )%k "

Taylorpolynom n-ter Ordnung:
U c R" f e C"(U,R). Taylorpoly-
nom n-ter Ordnung von f in p:

Tu(f,p)(%)

Theorem 2.8.3 f ¢ C"T(U,R).
p,x € U mit px € U. Dann 3¢ € px

mit p # & # x: f (x) = Tu(f, p) (%)
'vt-%—lf(g) . (X*p)a

+ X % oax“

|a|=n+1
Lokale Extrema reellwertiger Fkt.
UcR' f:U — R. f hat lokales
Minimum in p :< 3¢ >0:Vxe U :
xeBY = f(x) = f(p). Analog strik-
tes Minimum und Maximum.
p kritischer Punkt :< dyf = 0.
Sonst requldrer Punkt. crit f :={x €
Uldyf = 0}.
Theorem 2.9.4 f € C>(U,RR)
lok. Max. von f = p € cr1tfpund
Djf <0.
p € crit f und sz < 0 = p striktes
lok. Max. von f. Analog Minima.

Positiv/negativ definit mit Vz. der
Eigenwerte oder det Hauptminor.

Satz des lokalen Diffeomorphismus
UV c R" f: U — V Diffeomor-
phismus :< f C', bij. und f~! Cl.
Lokaler Diffeo: offene Umgeb. U, V
um pe U, f(p) sd f : U — V Diffeo.
Theorem 2.10.2 U,V < R" offen,
peU. f:U — V Diffeo. Dann
dpf IR" — R Isomorphismus mit:
(dpf) ! = dpipyf L

Theorem 2. 104 f:U—>RY,Ype
U, dpf : R" — R" Isomorphismus.
Dann f lokaler Diffeo. um p.

Theorem 2.10.5 f € C! (U, R"). dpf
Isomorphismus Vp € U. Dann V :=
f(U) < R offen. Ist f zusatzlich in-
jektiv, dann f : U — V Diffeo.
Auflésen von Gl., Implizite Fkt.
Theorem 2.11.1 U < R" x R™ offen,
fecl(u,r™).

(a,b) = (X1, X0, 91, Ym) € U.
Wenn:

1. f(a,b)=02. d(a'b)thm inv., also

det (of’_) # 0, Dann:
J 1]

Uy < U,A(a) < R" offene Umgeb.
von ( b) und a, ¢ : A(a) > R™

0
—1 P

(”fk <""P<">>)k,l (e xpx))
Reg. Flachen und Tangentialbiindel
fecl(Uc RY,R™). Losungsmenge
von f: f~1({0}) c R" heifit regulire
Fliche, falls d, f surjektiv Vp € R".
Falls m = 1, bedeutet das:
crit f ~ 71 ({0}) =
Tangentialraum an M := f
T,M == {v € R33y :
M diff. mit (0) = p A '(0) = v}
Theorem 2.12.2 f € C' (V < R3,R),
M := f~1(0) regulir, p € M. Dann:
TpM ist 2-dim. UVR von R3 und

= (vpf)L-
Tangentialebene Tan,M :=p + T,M
Normale Nor,M :=p +<{V,f)

Extrema unter Nebenbedingungen

p € M lokales Minimum von g :
U—-Runter NB f =0:<3¢>0:
Vxe MnB(pe):g(p) < g(x).
Theorem 2.13.3 p lok. Ex. von g auf
M, dann: 3A e R™ : Vg =V, (A, f).
Theorem 2.13.4 f,g C2. Falls 3\ €
R™, sodass fir G: U — R,
z—g(z) = (A, f) gilt: V,G = 0 und
Y0 € ((Vpfire Vpfr)) 't mit v 2 0
gilt v - Hess, G - vT > 0. Dann p lok.
Min. von g unter NB f = 0.
Mehrdim. Integralrechnung
R c P(X) ist Inhaltsmengenring <
VA,BER:AUBEeR,A\BER
Inhaltsmengenring ist o-Algebra <
Va:]NHR:UI?C‘:Oa(k)ER
f :R—[0,0] additiv/Inhalt <
f(AUB) = f(A)+f(B),AnB =&
f:R—[0,00] o-additiv <
fUrZgalk)) = X f (a(k))
Wenn a(i) na(j) = OVi # j.
o-add. f auf o-Alg. R heiflen Mafe.
A c B= p(A) < u(B) (Monotonie)
Theorem 3.1.3 . : P(R") — [0, 0] :
U € (P(R")\@) offen, u(U) < ©
und YV e P(R") : Vv e R" :
p(V +v) = pu(V)

und p(P(R") 7 {0}
Das Jordan-Volumen
Intervalle auf R":
abeR". a<b:=a; <bjVie N}
[a,b] = {xe R"|a < x < b}

=X ,1[“1fb1]
Quader Q(IR”) ={[a,b]la,be R"}
ala,b]) = [T, (b — ;)

~1({0}):

(—¢ge) —

ke N} s ap = by = py,([a,b]) = 0.
Partitionen:

QeQ(R"),Ac Q.

Part(Q):= {P = (P},...,P,)T,

l.
P = (ai,xl.l,...,xil,b,-)|

1

-
lieN,a; <x; <..<x/ <bj}

R(P) = {(jlr-~~’]71)|]1 € Z+1}

Q = ><1—1[ ]l X{I]

R=(P,A) = {j  R(P)|Q; < int A}
R*(P,A):={jeR(P)|Qj n A+ &}
pn (A,Q,P) = Z]ER PA)I‘*H(Q])
Hn (A'Q P) = Z]ER+ PA)VH(Q])

#E(A) :=sup{pun (A,Q P)|Ac Q}

ar (A) = inf{p; (4,Q,P)|A < Q}

VA€ D(R") : iy (A) < i (A).
Jordan-Messbarkeit:
A € D(R") Jordan-messbar

1< i (A) = pot (A) = i (A)
J(R") := {A e D(R")|A Jordan-m.}
Theorem 3.2.1 VA€ D(R"):

A Jordan-messbar < y;f (0A)=0
J(R"™) Inhaltsmengenring, y,, Inhalt
Beispiele:

¢ : K c R"! > R stetig, K kpt.
pn({(x @(x))|x € K}) = 0.

Durch einfache, stiickw. C!-Kurven
beschr. Gebiete sind Jordan-m.
Durch Riemann-integ. Fkt. einge-
schrankte Flachen sind Jordan-m.
Flacheninhalt ebener Gebiete

y : [a,b] — R? (umschlieBt Q c R?)
einfach : < 7’|(a,b) injektiv
geschlossen < y(a) = y(b)

pos. or. 1= iy’ zeigt nach int Q
Theorem 3.2.4 y(t) = (x(¢),p(1)).

— — Pyt (1) de
=52/ (Hx(t)dt

Theorem 3.2.5 7/( ) r(t)el?(t),
— 450 t)dt

Theorem 3.2.6 Q begrenzt durch
Strahlen La,L/; r=r(@), (t) sms.

2(Q) = 555 () do.
Mehrdlm Rlemann -Integral
Qe Q(R"). f: Q — R beschrankt.
S(f,P) = Xjer(pysup(flQ;)un(Qj)
S(f,P) = Zjer(p) inf(flg; 1n(Q))
f Riemann-int’bar < f € R(Q)
1< supp S (f P) =infp S(f,P)
= §of(x)

Theorem 3.3.3 Integral linear,
monoton; Betrag, Produkt und
max/min int’barer Fkt. int’bar.
Theorem 3.3.4 Bis auf Nullmengen
stetige Fkt. int’ bar, A e ](]R”)
x4 € R(Q): pu(A) = §o xa(x)dx.
Theorem 3.3.6 A c Q.
[ £ () dx = o xa(x)f (x) dx.
3.3.3 gilt weiterhin. f ¥, f~ int’bar.

| df=1aridr 1 oar
BuC
Theorem 3 3 7 Standardabsch

1nff( <SAf
<81€1pf() Hu(A)

Theorem 3.3.8 f ¢ C°(QR),
g€ R(Q) 0¢ ¢(Q). Dann 3¢ € Q :
Sof(x)glx)dx = f(&)-§ng(x)dx
Sof(x) dX —f(é)'lln(Q)-

Fubini und Cavalieri

Theorem 3.41 Q; € Q(R"),
Qo€ (R™), Q=0Q1 x Q2. feR(Q).
Ist & : Q — Ry — f(xy)
int’bar Vx € Q, dann G : Q] —
R,x — {5 g(y)dy int’bar und

Sof(xy)d(xp)
={g, (Ssz(x,y)dy> dx.

Analog andersherum.
Theorem 3.4.2 f € C([a,b], R).

by b,
é fx)dx = aS (ﬂg f(x) dx

Gilt auch Vo € S, (Permut.) von IN%.
c-Schnitte:
AcR", ceR.

A" = {x e R"!|(x,c) € A}
Theorme 3.44 A € J(R") mit
Al e JR"")Wce R, f e COAR).
[c1,c2] cR: A} = Ve ¢ [c1,¢a].

SAf(V) d}/ = Sgl (SA” X, C dx> de.
Theorem345f =1,ie N}:

pn(A Sc Hn—1( A)dC-

Transformatlonsformel

Theorem 3.5.1 ¢ : UcC R" - V

R" Diffeo., U,V offen. f € CO(V,R),

A c UeJ(R"). Dann ¢(A) € J(R")

und (4 f(y)dy =
Saf(Pp(x))-|det]yp|dx.

Vektoranalysis

Kurvenintegrale

C ¢ R" Ck-Kurvenstiick

i< C = a([a,b]), a einfach, regular.
a heifst Parametrisierung von C. Zu
zwei Param. 3 Diffeo ¢: a = fo@.
Theorem 4.5 o C] -Param. von C.
L(C):=L(« —S [la(t)]|dt.
Skalare Kurvemntegrale
f:C—>R,3a: foa stetig.

§o fds:= 5 f(a(0)-la(r)ldt
Vektorielle Kurvenlntegrale:

a € Cl([a,b], R") regulir mit Bild in
Q,v:Q - R"

§ vds:= " w(a(t),a(t)ydt

v konvervativ :< SV vds unabh. von
y (y stuckw. C®)< Sy vds =0 fir y
geschl. < JueC;(Q,R):v=Vu
Theorem 4.15 v = Vu € CL(Q,R").
Vi # ke IN} : Opv; = ;v
Flachenintegrale

U c R? offen, ¢ : U — R3 ck-
Flichenparam. :<= 0, ¢, 0y, lun.
Vu € U. (Tangentenvektoren von ¢)

dx,,)

M < R3 CK-Flichenstiick :=
M = ¢(U), ¢ homobo. Zu zwei
Param. 3 Diffeo.

Gp(u) =

<au2 P, 0y, (o) <au2 @, 0y, )
det G(p(u) =10, (1) x O, p(u)ll
= {y4/detGy(u)du
Unabhanglg der Parametrisierung.

Skalare Oberflichenintegrale:
feCO'M,R).

SmfdA={y fle(u)),/detGy(u)de

Vektorielle Oberflichenintegrale:
MV do:=

T <v(()), 2, () X Dy p(u)>du

Mit Einheitsnormalenfeld in Skala-
6141 (P(”) X 61,12 (P(”)

T, () %y 9 )1

{a,b x cy=det(a,b,c)

Integralsatze

Theorem 4.42 Stokes: v € C! (Q,R3),

M Pflaster(-kette) mit Rand 0M.

Dann {, rot vdo = {5, v- dA

Theorem 4.46 Green: v € C!(Q,R?),

M ebene Pflaster(-kette) mit Rand
OM. Dann {,,(0xvy — dyv1)d(x,y)

= {omv1dx+vody

Theorem 4.54 GauB: Q ¢ R3 GauB-

sches Gebiet, v: Q) — R3 ¢! in Um-

gebung von Q). Dann:

fo divvdx = {5 v do.

(<aul q)’ aul (p> <aul q)’ auz (p>)

rintegral: 71 =



